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3.1.4 Différentielle d’ordre deux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Chapitre 1

Ensembles convexes

Le cadre général de ce cours est un espace vectoriel réel de dimension n. On peut donc
sans perdre de généralités considérer l’espace vectoriel réel Rn.

1.1 Ensembles convexes

1.1.1 Définitions

La notion de combinaison linéaire convexe est donnée dans la définition suivante.

Définition 1.1.1 On appelle combinaison linéaire convexe de deux points x et y de Rn,

tout point z = (1− λ)x+ λy avec λ ∈ [0, 1].

De façon générale :

Définition 1.1.2 On appelle combinaison linéaire convexe de k points x1, · · · , xk de Rn,

tout élément x ∈ Rn tel que

x =
k∑

i=1

λixi avec λi ≥ 0 et
k∑

i=1

λi = 1.

On définit les notions suivantes :

Définition 1.1.3 Soit x, y ∈ Rn ; on appelle segment ”fermé” d’extrémités x et y, l’en-

semble noté [x, y] et défini par :

[x, y] = {z ∈ Rn : z = (1− λ) x+ λy : λ ∈ [0, 1]} .

C’est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires convexes des points x et y.

De façon analogue, on définit :

Définition 1.1.4 On appelle segment ”ouvert” d’extrémités x et y, et on le note ]x, y[,

l’ensemble

]x, y[ = {z ∈ Rn : z = (1− λ) x+ λy : λ ∈ ]0, 1[} .
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6 CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES

On définit aussi ]x, y] et [x, y[ qui sont appelés segment semi ouvert en x respectivement
en y.

]x, y] = {z ∈ Rn : z = (1− λ)x+ λy λ ∈ ]0, 1]} .

[x, y[ = {z ∈ Rn : z = (1− λ)x+ λy λ ∈ [0, 1[} .

Définition 1.1.5 Soit C une partie de Rn. C est convexe si seulement si pour tout x, y ∈
C, (1− λ) x + λy ∈ C pour tout λ ∈ [0, 1]. Autrement dit, C est convexe si seulement si

C contient tout segment fermé d’extrémités deux quelconques de ses points.

Exemple 1.1.1 - Dans Rn, les ensembles suivants sont convexes. Rn, l’ensemble vide,

les singletons, les boules, les segments.

- Dans R, les parties convexes sont les intervalles.

On a la proposition :

Proposition 1.1.1 Une partie C de Rn est convexe si seulement si elle contient toute

combinaison linéaire convexe de toute famille finie d’éléments qui lui appartiennent.

Preuve : Si C contient toute combinaison linéaire convexe de familles finies d’éléments
qui lui appartiennent, en particulier, prenant une famille de deux éléments x et y de C,
on a [x, y] ⊂ C et donc C est convexe.

Réciproquement, soit C un ensemble convexe de Rn. Alors C contient toute combi-
naison linéaire convexe de deux quelconques de ses éléments. Donc la propriété est vraie
pour une famille comportant deux éléments. Supposons qu’elle est vraie pour une famille
de k − 1 éléments.

Soit
F =

{
x1, x2, · · · , xk

}
une famille de k éléments de C.

Soit

x =
k∑

i=1

λix
i avec λi ≥ 0,

k∑
i=1

λi = 1.

On a

x =
k∑

i=1

λix
i =

k−1∑
i=1

λix
i + λkx

k.

Soit

λ =
k−1∑
i=1

λi.

On a λ ∈ [0, 1].
Si λ = 0 alors λi = 0 pour tout i = 1, · · · , k − 1 et donc λk = 1. Il vient alors que

x = λkx
k = xk ∈ C.

Si λ ̸= 0, on peut écrire

x = λ
k−1∑
i=1

(
λi

λ

)
xi + λkx

k.
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L’élément

y =
k−1∑
i=1

(
λi

λ

)
xi,

est une combinaison linéaire convexe de k − 1 éléments de C. C’est donc un élément de
C, par hypothèse de recurrence. Donc x = λy+λkx

k. Or λk = 1−λ avec λ ∈ [0, 1]. Donc
x est combinaison linéaire convexe de deux éléments de C. Comme par hypothèse, C est
convexe, on a alors x ∈ C. �

On a les propriétés suivantes

1.1.2 Propriétés algébriques

On rappelle les notions suivantes.

Définition 1.1.6 Une application f de Rn dans Rm est dite affine si l’une des conditions

suivantes est vérifiée.

i) Pour tout x, y dans Rn et λ ∈ R, on a

f((1− λ)x+ λy) = (1− λ)f(x) + λf(y).

ii) Il existe une application linéaire L de Rn dans Rm et a ∈ Rm tels que :

∀x ∈ Rn, f(x) = L(x) + a.

Les résultats suivants sont immédiats.

Proposition 1.1.2 1) Si C1 et C2 sont convexes alors pour tous α1 et α2 dans R, α1C1+

α2C2 est convexe.

2) Toute intersection de parties convexes est convexe.

3) Toute réunion d’une suite croissante de convexes est convexe.

4) Le produit cartésien de deux convexes est convexe.

5) L’image d’un convexe par une application affine est convexe.

6) L’image réciproque d’un convexe par une application affine est convexe.

On a la proposition suivante

Proposition 1.1.3 Si C est convexe alors pour tout α et β positifs ou nuls, on a

αC + βC = (α + β)C.

Preuve : Comme les scalaires α et β sont positifs ou nuls, le cas où α+ β = 0 est trivial
Considérons α et β tels que α+ β > 0.
L’inclusion ci-dessous est immédiate :

(α+ β)C ⊂ αC + βC.

Montrons à présent que
αC + βC ⊂ (α + β)C.
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Soit z ∈ αC + βC. Alors il existe x, y dans C tels que z = αx+ βy.
On peut écrire :

z = (α + β)

[
α

α + β
x+

β

α + β
y

]
.

On a
α

α + β
≥ 0,

β

α + β
≥ 0,

α

α + β
+

β

α + β
= 1.

Comme C est convexe, alors

α

α + β
x+

β

α + β
y ∈ C.

D’où le résultat �

1.1.3 Propriétés topologiques

On rappelle les définitions suivantes. Bien avant notons que pour x ∈ Rn, et ε > 0,
B(x, ε) désigne la boule euclidienne fermée de centre x et de rayon ε

On remarque qu’on a toujours B(x, ε) = x+ εB(0, ε) = x+ εB(0, 1), B(0, 1) étant la
boule unité euclidienne fermée.

Définition 1.1.7 Etant donné un sous ensemble C de Rn, son adhérence son intérieur

et sa frontière sont respectivement les ensembles :

C = {x ∈ Rn : ∃{xk} ⊂ C : xk → x}
int(C) = {x ∈ Rn : ∃ε > 0, B(x, ε) ⊂ C},
Fr(C) = C \ int(C).

Proposition 1.1.4 Soit C un convexe de Rn. Alors :

1) C est convexe.

2) int(C) est convexe.

Preuve : 1) Soit x, y ∈ C et z = (1− λ)x+ λy, λ ∈ [0, 1].
Comme x ∈ C il est équivalent de dire qu’il existe une suite {xk} de points de C

convergent vers x. De même il existe une suite {yk} de points de C convergent vers y.
L’ensemble C étant convexe, on a pour tout k, zk = (1−λ)xk +λyk ∈ C. Comme la suite
{zk} converge vers z alors z ∈ C. Donc C est convexe.

2) Soient x et y deux éléments de int(C), λ ∈ [0, 1] et z = (1 − λ)x + λy. D’après la
définition de int(C), il existe ε1 et ε2 tels que B(x, ε1) ⊂ C et B(y, ε2) ⊂ C. Donc pour
ε = min{ε1, ε2}, on a

B(x, ε) ⊂ C, B(y, ε) ⊂ C.

Comme
B(z, ε) = z +B(0, ε)

= (1− λ)x+ λy +B(0, ε)
= (1− λ)x+ λy + ((1− λ) + λ)B(0, ε)
= (1− λ) [x+B(0, ε)] + λ [y +B(0, ε)]
= (1− λ)B(x, ε) + λB(y, ε)

et
(1− λ)B(x, ε) + λB(y, ε) ⊂ (1− λ)C + λC = C,

car C est convexe, on conclut que B(z, ε) ⊂ C. Par suite z ∈ int(C). Donc int(C) est
convexe. �
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1.2 Enveloppes convexes

Définition 1.2.1 Soit S une partie de Rn. On appelle enveloppe convexe de S, l’inter-

section de tous les convexes contenant S. C’est le plus petit convexe contenant S. On le

note conv(S).

On a le résultat suivant.

Proposition 1.2.1 Soit S ⊂ Rn. L’enveloppe convexe de S, est l’ensemble de toutes les

combinaisons linéaires convexes finies d’éléments de S. Autrement dit on a :

conv(S) =

{
x =

k∑
i=1

λix
i : k ∈ N∗,

xi ∈ S, ∀i = 1, · · · , k,
λi ≥ 0, ∀i = 1, · · · , k,

∑k
i=1 λi = 1

}
Preuve :

Posons

C =

{
x =

k∑
i=1

λix
i : k ∈ N∗,

xi ∈ S, ∀i = 1, · · · , k,
λi ≥ 0,∀i = 1, · · · , k,

∑k
i=1 λi = 1

}
Soit C un convexe de Rn contenant S. Donc C contient toute combinaison linéaire convexe
de toute famille finie d’éléments de C. Comme C contient S alors C contient toute com-
binaison linéaire convexe de toute famille finie d’éléments de S et donc C contient C. Par
suite C est contenu dans tous les convexes contenant S. On a alors C ⊂ conv(S).

D’autre part, on vérifie facilement que C est convexe et contient S. Et comme conv(S)
est le plus petit convexe contenant S, on a alors conv(S) ⊂ C. D’où l’égalité conv(S) = C.
�

Proposition 1.2.2 S est convexe si et seulement si conv(S) = S

Preuve : Si S est convexe alors il est le plus petit convexe contenant S. Donc conv(S) = S.
Réciproquement si on a conv(S) = S alors S est convexe. �

Proposition 1.2.3 1) conv(conv(S)) = conv(S)

2) Si on a A ⊂ B alors conv(A) ⊂ conv(B)

Preuve : 1) Comme conv(S) est convexe, on a conv(conv(S)) = conv(S).
2) Soit A ⊂ B : le plus petit convexe contenant B contient aussi A donc conv(B)

contient conv(A). �

Définition 1.2.2 L’enveloppe convexe d’un nombre fini de points est appelée polytope.

Avant de définir un polytope particulier qui est beaucoup utilisé en programmation
linéaire, donnons la définition d’une famille de points affinement indépendants.

Définition 1.2.3 Soit x0, x1, · · · , xk k + 1 points de Rn. On dit qu’ils sont affinement

indépendants si les vecteurs

x1 − x0, x2 − x0, · · · , xk − x0

sont linéairement indépendants



10 CHAPITRE 1. ENSEMBLES CONVEXES

Définition 1.2.4 L’enveloppe convexe de k+1 points affinement indépendants est appelée

k-simplexe. Ces points sont les sommets du k-simplexe.

On montre que

Théorème 1.2.1 (C. Carathéodory)

Soit S un sous ensemble non vide de Rn tel que dim(conv(S)) = k < +∞. Alors tout

point x ∈ conv(S) peut s’écrire comme une combinaison linéaire convexe d’au plus k + 1

éléments de S.

Remarque 1.2.1 Etant donné S ⊂ Rn, pour obtenir son enveloppe convexe, il suffit de

considérer les combinaisons linéaires convexes d’au plus n+ 1 éléments de S.

On a la propriété topologique suivante ;

Proposition 1.2.4 L’enveloppe convexe d’un ouvert est un ouvert.

Preuve : Soit S un ouvert : montrons que int(conv(S)) = conv(S).
Supposons qu’il existe un élément x dans S ∩Fr(conv(S)). Alors comme S est ouvert,

il existerait un voisinage V de x contenu dans S et donc dans conv(S). Or

x ∈ Fr(conv(S)) = conv(S) \ int(conv(S)).

Ce qui est contradictoire.
Donc S ∩ Fr(conv(S)) = ∅. On a alors S ⊂ int(conv(S)). Comme conv(S) est le plus

petit convexe contenant S, on a conv(S) ⊂ int(conv(S)). On obtient donc conv(S) =
int(conv(S)). �

Comme le montre l’exemple ci-dessous, l’enveloppe convexe d’un fermé n’est pas en
général un fermé.

Soit
S = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, xy ≥ 1} ∪ {(0, 0)}

On a
conv(S) = {(x, y) : x > 0, y > 0} ∪ {(0, 0)}

qui n’est pas un fermé.

Par contre on montre que :

Proposition 1.2.5 Si S est compact alors conv(S) est compact.

Preuve :
On a :

conv(S) = {x =
n+1∑
i=1

λixi : λi ≥ 0, xi ∈ S, ∀i = 1, · · · , n+ 1,
n+1∑
i=1

λi = 1}.

Posons

K = {λ ∈ Rn+1 : λi ≥ 0, ∀i = 1, · · · , n+ 1,
n+1∑
i=1

λi = 1}.
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K est compact.
Soit

f :
Sn+1 ×K −→ Rn

(x1, · · · xn+1, λ) 7−→
∑n+1

i=1 λixi

f est continue et Sn+1 ×K est compact ce qui implique que f(Sn+1 ×K) est compact.
Or f(Sn+1 ×K) = conv(S). D’où la proposition. �

Définition 1.2.5 Soit S une partie de Rn, l’enveloppe convexe fermée de S est l’intersec-

tion de tous les convexes fermés contenant S. C’est le plus petit convexe fermé contenant

S. On le note conv(S).

Proposition 1.2.6 1) Si A et B sont deux sous ensembles de Rn avec

A ⊂ B, alors conv(A) ⊂ conv(B).

2) Si S est une partie de Rn, on a :

conv(S) = conv(S) = conv(S).

Preuve : La preuve de 1) est immédiate.
2) L’ensemble des convexes fermés contenant S est égal à l’ensemble des convexes

fermés contenant S. Donc conv(S) = conv(S).
Montrons que

conv(S) = conv(S).

On a
S ⊂ conv(S) ⊂ conv(S).

Or conv(S) est un convexe fermé ; donc,

conv(S) ⊂ conv(S).

D’autre part, on a
conv(S) ⊂ conv(S)

et S ⊂ S : donc
conv(S) ⊂ conv(S) ⊂ conv(S).

On en déduit alors que
conv(S) ⊂ conv(S) = conv(S).

Ce qui donne la deuxième inclusion et donc l’égalité recherchée. �

1.3 Points extrêmes

Définition 1.3.1 Soit C un sous ensemble convexe non vide de Rn.

Un point x de C est un point extrême si

∀ (x1, x2, α) ∈ C2×]0, 1[, x = (1− α)x1 + αx2 =⇒ x1 = x2 = x.

i.e. x ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire convexe stricte (coefficients non

nuls) de deux points distincts de C, ou encore x n’appartient à l’intérieur relatif d’aucun

segment fermé d’extrémités deux points distincts de C ou encore toute droite passant par

x rencontre C suivant un segment ou une demi-droite dont x est une extrémité.

L’ensemble ext(C) des points extrêmes de C est appelé profil de C.
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On a la caractérisation suivante

Proposition 1.3.1 Soit C un sous ensemble convexe de Rn. Les propositions suivantes

sont équivalentes.

i) x ∈ ext(C)

ii) C \ {x} est convexe.

Preuve : Soit x ∈ ext(C).
Si

(x1, x2, α) ∈ (C \ {x})× (C \ {x})×]0, 1[

alors

(x1, x2, α) ∈ C × C×]0, 1[ et x1 ̸= x ̸= x2.

Comme C est convexe, on a

(1− α)x1 + αx2 ∈ C et x1 ̸= x ̸= x2.

Alors

(1− α)x1 + αx2 ∈ C \ {x}

et donc C \ {x} est convexe.
Réciproquement, supposons que C \ {x} est convexe et soit

(x1, x2, α) ∈ C × C×]0, 1[ avec (1− α)x1 + αx2 = x.

Donc

(1− α)x1 + αx2 /∈ C \ {x}.

Ce qui implique que :

x1 /∈ C \ {x} ou x2 /∈ C \ {x}

C’est-à-dire que x1 = x ou x2 = x. Comme (1 − α)x1 + αx2 = x avec α ∈]0, 1[, on a
nécessairement x1 = x = x2. D’où x ∈ ext(C). �

On admettra que :

Théorème 1.3.1 Tout convexe compact est l’enveloppe convexe de ses points extrêmes.

1.4 Projection sur un convexe fermé

Dans ce chapitre Rn est muni de sa structure euclidienne.
Le théorême ci-dessous est fondamental en optimisation.

Théorème 1.4.1 Soit S un convexe fermé de Rn et x ∈ Rn. Il existe un unique point

p(x) ∈ S dont la distance à x est minimale. C’est-à-dire

∥p(x)− x∥ ≤ ∥y − x∥ ∀y ∈ S.

p(x) est appelé projection de x sur S.
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Preuve : Soit d = infy [∥y − x∥ : y ∈ S], B(x, d + 1) la boule fermée de centre x et de
rayon d + 1. Considérons K = S ∩ B(x, d + 1). L’ensemble K est fermé et borné, c’est
donc un compact. Alors l’application y 7→ ∥y − x∥ étant continue elle atteint ses bornes
sur K. Donc il existe p(x) ∈ K et donc p(x) ∈ S tel que ∥p(x)− x∥ = d. D’où le résultat
d’existence. Montrons maintenant l’unicité.

Soient a et b deux points de S tels que

∥a− x∥ = ∥b− x∥ = d = inf
y
[∥y − x∥ : y ∈ S] .

Comme S est convexe alors 1
2
a+ 1

2
b ∈ S. Donc

d ≤ ∥x− a+ b

2
∥ =

1

2
∥2x− a− b∥ =

1

2
∥(x− a) + (x− b)∥.

Ce qui implique que

d ≤ ∥x− a+ b

2
∥ ≤ 1

2
(∥x− a∥+ ∥x− b∥) = d.

On en déduit que ∥x − a+b
2
∥ = d. Il s’ensuit que ∥x − a + x − b∥ = ∥x − a∥ + ∥x − b∥

c’est-à-dire qu’il existe λ ∈ R+ tel que x − a = λ(x − b). Donc on a λ = 1 c’est-à-dire
x− a = x− b et donc a = b. D’où l’unicité. �

Une caractérisation de la projection est donnée ici.

Théorème 1.4.2 La projection p(x) de x sur S un convexe fermé de Rn est l’unique

point z de S satisfaisant la condition

⟨y − z, x− z⟩ ≤ 0 ∀y ∈ S.

Autrement dit, p(x) est la projection de x sur S si et seulement si

⟨x− p(x), y − p(x)⟩ ≤ 0 ∀y ∈ S.

Preuve : Soit p(x) la projection sur S un convexe fermé de Rn. Supposons qu’il existe
un point y0 ∈ S tel que ⟨y0 − p(x), x− p(x)⟩ > 0.
Posons

φ(t) = ∥x− [(1− t)p(x) + ty0] ∥2, t ∈ R+.

On a

φ(t) = ∥x− p(x)∥2 + 2t⟨x− p(x), p(x)− y0⟩+ t2∥p(x)− y0∥2
= ∥x− p(x)∥2 + t (2⟨x− p(x), p(x)− y0⟩+ t∥p(x)− y0∥2) .

Comme ⟨x− p(x), p(x)− y0⟩ < 0, pour t suffisamment petit, on aura φ′(t) < 0 et donc
φ est strictement décroissante au voisinage de 0. On aura donc pour t suffisamment petit
φ(t) < ∥x− p(x)∥2.

Or pour t ∈ [0; 1], zt = (1 − t)p(x) + ty0 ∈ S car S est convexe. Soit donc t ∈ [0; 1]
suffisamment petit tel que φ(t) < ∥x−p(x)∥2. Pour un tel t on aura zt ∈ S et ∥x− zt∥2 <
∥x− p(x)∥2. Ce qui contredit le fait que p(x) est la projection de x sur S.

Réciproquement supposons que

⟨y − z;x− z⟩ ≤ 0 ∀y ∈ S.
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Montrons que z est la projection de x sur S.
Soit y ∈ S. On a

∥x− y∥2 = ∥x− z + z − y∥2 = ∥x− z∥2 + 2⟨x− z; z − y⟩+ ∥y − z∥2.

Par suite on a ∥x− y∥2 ≥ ∥x− z∥2, et donc p(x) = z. �
L’application projection est lipschitzienne sur Rn.

Proposition 1.4.1 Soit S un convexe fermé non vide de Rn et pour tout x ∈ Rn, p(x) la

projection de x sur S. On a

∥p(x)− p(y)∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ Rn.

Preuve : Soient x et y fixés dans Rn. Considérons p(x) et p(y) respectivement leurs
projections sur S. On sait d’après la caractérisation de la projection que p(x) est tel que

⟨z − p(x), x− p(x)⟩ ≤ 0 ∀z ∈ S.

En prenant z = p(y) on obtient

⟨p(y)− p(x), x− p(x)⟩ ≤ 0. (1.1)

De même en considérant p(y) on a

⟨z − p(y), y − p(y)⟩ ≤ 0 ∀z ∈ S.

Pour z = p(x) on a
⟨p(x)− p(y), y − p(y)⟩ ≤ 0. (1.2)

En additionnant (1.1)et (1.2) on obtient

⟨p(x)− p(y), y − p(y) + p(x)− x⟩ ≤ 0,

qui est équivalent à
⟨p(x)− p(y), p(x)− p(y)− (x− y)⟩ ≤ 0,

c’est-à-dire
⟨p(x)− p(y), p(x)− p(y)⟩ ≤ ⟨p(x)− p(y), x− y⟩.

On en déduit
∥p(x)− p(y)∥2 ≤ ∥p(x)− p(y)∥∥x− y∥.

D’où le résultat. �

Corollaire 1.4.1 l’application définie sur Rn qui à tout x ∈ Rn associe sa projection sur

S un convexe fermé est continue.



Chapitre 2

Fonctions convexes de plusieurs

variables

2.1 Définitions, propriétés de base et exemples

Définition 2.1.1 Soit C un convexe non vide de Rn.

Une fonction f : C → R est convexe sur C, si

∀ x, y ∈ C,∀λ ∈ [0, 1],

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y).

Définition 2.1.2 Soit C un convexe non vide de Rn.

Une fonction f : C → R est strictement convexe sur C, si

∀ x, y ∈ C, x ̸= y,∀λ ∈]0, 1[,
f((1− λ)x+ λy) < (1− λ)f(x) + λf(y).

Définition 2.1.3 Soit C un convexe non vide de Rn.

Une fonction f : C → R est fortement convexe (on dit aussi elliptique ou encore uni-

formément convexe) sur C, s’il existe r > 0 tel que :

∀ x, y ∈ C,∀λ ∈ [0, 1],

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)− 1
2
rλ(1− λ)∥y − x∥2.

Dans ce cas on dit que f est fortement convexe (elliptique ou uniformément convexe)

de module r sur C.

On définit aussi une fonction concave, strictement concave fortement concave de mo-
dule r > 0 sur C.

Définition 2.1.4 Soit C un convexe non vide de Rn.

Une fonction f : C → R est concave (respectivement strictement concave, fortement

concave de module r > 0 sur C, si

∀ x, y ∈ C,∀λ ∈ [0, 1],

f((1− λ)x+ λy) ≥ (1− λ)f(x) + λf(y),

15
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respectivement
∀x, y ∈ C, x ̸= y, ∀λ ∈]0, 1[,

f((1− λ)x+ λy) > (1− λ)f(x) + λf(y),

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1],

f((1− λ)x+ λy) ≥ (1− λ)f(x) + λf(y) + 1
2
rλ(1− λ)∥y − x∥2.

Donnons ici quelques exemples.
1) Les fonctions suivantes sont convexes sur R :
f(x) = ax+ b avec a et b ∈ R ;
f(x) = ex ;
f(x) = x2 ;
f(x) =| x |.
2) Les fonctions suivantes sont convexes sur Rn :
f(x) = ⟨a, x⟩+ α avec a ∈ Rn et α ∈ R ;
f(x) = ∥x∥ ;
f(x) = ∥x∥2.
3) Les fonctions suivantes sont strictement convexes sur R
f(x) = x2

f(x) = ex

4) La fonction f(x) = x2 est fortement convexe sur R :
5) Les fonction affines sont concaves sur Rn. La fonction f(x) = lnx est concave sur

R∗
+

Proposition 2.1.1 Une fonction f : C → R est concave (respectivement strictement

concave, fortement concave sur C si −f est convexe, (respectivement strictement convexe,

fortement convexe sur C).

Dans tout ce quit nous allons considérer que des fonctions définies sur tout l’espace
Rn.

Définition 2.1.5 Soit f : Rn → R.

On appelle épigraphe de f , l’ensemble :

epi(f) = {(x, λ) ∈ Rn × R : f(x) ≤ λ} .

On appelle épigraphe strict de f , l’ensemble :

ẽpi(f) = {(x, λ) ∈ Rn × R : f(x) < λ} .

On appelle hypographe de f , l’ensemble :

hyp(f) = {(x, λ) ∈ Rn × R : f(x) ≥ λ} .

On appelle hypographe strict de f , l’ensemble :

h̃yp(f) = {(x, λ) ∈ Rn × R : f(x) > λ} .

On appelle section de niveau λ de f , l’ensemble

Sλ(f) = {x ∈ Rn : f(x) ≤ λ} .

On appelle section stricte de niveau λ de f , l’ensemble

S̃λ(f) = {x ∈ Rn : f(x) < λ} .
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On a une caractérisation géométrique de la convexité d’une fonction.

Proposition 2.1.2 Soit f : Rn → R . Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) f est convexe ;

ii) L’épigraphe de f , (epi(f)), est convexe ;

iii) L’épigraphe strict de f est convexe.

La démonstration est immédiate.

De façon analogue

Proposition 2.1.3 Soit f : Rn → R. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) f est concave ;

ii) L’hypographe de f , (hyp(f)), est convexe ;

iii) L’hypographe strict de f est convexe.

On a les caractérisations suivantes :

Proposition 2.1.4 Soit f : Rn → R. On a les équivalences suivantes :

i) f est convexe ;

ii) Pour toute combinaison linéaire convexe x =
∑k

i=1 λix
i, on a :

f(
k∑

i=1

λix
i) ≤

k∑
i=1

λif(x
i).

Proposition 2.1.5 f : Rn → R est convexe si et seulement si pour toute droite D ⊂ Rn,

la restriction de f à D est convexe. C’est-à-dire, pour tout a et d dans Rn, la fonction

φa, d définie sur R par φa, d(t) = f(a+ td) est convexe.

Preuve : Supposons f convexe. Soit a, d ∈ Rn, montrons que φ est convexe.
Soient t1 et t2 deux réels et λ ∈ [0, 1]. On a

φa, d(λt1 + (1− λ)t2) = f(a+ (λt1 + (1− λ)t2)d)
= f(λa+ (1− λ)a+ λt1d+ (1− λ)t2d)
= f(λ(a+ t1d) + (1− λ)(a+ t2d))
≤ λf(a+ t1d) + (1− λ)f(a+ t2d)
= λφa, d(t1) + (1− λ)φa, d(t2)

d’où la convexité de φa, d.

Réciproquement supposons que pour tous a, d ∈ Rn, la fonction φ définie sur R par
φ(t) = f(a+ td) est convexe. Montrons que f est convexe.

Soient x, y ∈ Rn et λ ∈ [0, 1]. On a

f(λx+ (1− λ)y) = f(y + λ(x− y)) = φy, x−y(λ)
= φy, x−y(λ× 1 + (1− λ)× 0).

Comme φy, x−y est convexe, on a

φy, x−y(λ× 1 + (1− λ)× 0) ≤ λφy, x−y(1) + (1− λ)φy, x−y(0)
= λf(x) + (1− λ)f(y)

d’où la convexité de f . �
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Proposition 2.1.6 Si f : Rn → R est convexe alors pour a ∈ Rn et d ∈ Rn, l’application

définie sur ]0,+∞[ par

φ(t) =
f(a+ td)− f(a)

t

est croissante.

Preuve : Soient 0 < t1 ≤ t2. On a alors 0 < t1
t2
≤ 1. Donc

f(a+ t1d) = f((1− t1
t2
)a+

t1
t2
(a+ t2d)) ≤ (1− t1

t2
)f(a) +

t1
t2
f(a+ t2d).

Il s’ensuit alors que
f(a+ t1d)− f(a)

t1
≤ f(a+ t2d)− f(a)

t2
.

Ce qui prouve la proposition. �
On a aussi la proposition suivante.

Proposition 2.1.7 Si f : Rn → R est convexe alors les sections de niveau Sλ(f), λ ∈ R

sont convexes.

Preuve : Soit λ ∈ R et x, y deux éléments de Sλ(f) et α ∈ [0, 1].
La convexité de f et la définition de Sλ(f) nous donne :

f((1− α)x+ αy) ≤ (1− α)f(x) + αf(y) ≤ (1− α)λ+ αλ = λ.

Donc (1− α)x+ αy ∈ Sλ(f) qui est donc convexe. �

Remarque 2.1.1 La réciproque de cette proposition n’est pas vraie.

On a dans la proposition ci-dessous une caractérisation de la forte convexité.

Proposition 2.1.8 Une fonction f : Rn → R est fortement convexe de module r si et

seulement si la fonction g définie sur Rn par g(x) = f(x) − 1
2
r∥x − a∥2 (a ∈ Rn) est

convexe.

Preuve : La fonction g est convexe si et seulement si

∀ x, y ∈ Rn, ∀λ ∈]0, 1[,

g((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)g(x) + λg(y). (2.1)

Posons

µ = ∥(1− λ)x+ λy − a∥2 − (1− λ)∥x− a∥2 − λ∥y − a∥2.

La condition (2.1) est alors équivalente à :

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y) +
1

2
rµ.
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Or

µ = ∥(1− λ)x+ λy − a∥2 − (1− λ)∥x− a∥2 − λ∥y − a∥2

= ∥(1− λ)(x− a) + λ(y − a)∥2 − (1− λ)∥x− a∥2 − λ∥y − a∥2

= (1− λ)2∥x− a∥2 + λ2∥y − a∥2 + 2λ(1− λ)⟨x− a, y − a⟩
−(1− λ)∥x− a∥2 − λ∥y − a∥2

= −λ(1− λ)
(
∥x− a∥2 + ∥y − a∥2 − 2⟨x− a, y − a⟩

)
= −λ(1− λ)∥y − x∥2.

La condition (2.1) est donc encore équivalente à :

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)− 1

2
rλ(1− λ)∥y − x∥2.

Ce qui signifie que la fonction f est fortement convexe. �

2.2 Opérations sur les fonctions convexes

On montre facilement que

Proposition 2.2.1 Si f : Rn → R est convexe et φ : R → R est convexe et croissante

alors la fonction h = φ ◦ f est convexe.

On en déduit alors que

Proposition 2.2.2 Si f : Rn → R est concave et φ : R → R est concave et croissante

alors la fonction h = φ ◦ f est concave.

On peut aussi montrer que :

Proposition 2.2.3 Si f : Rn → R est strictement convexe et φ : R → R est convexe et

strictement croissante alors la fonction h = φ ◦ f est strictement convexe.

On tire les conséquences suivantes :

Corollaire 2.2.1 Si f : Rn → R est convexe alors la fonction ef est convexe.

Corollaire 2.2.2 Si f : Rn → R∗
+ est concave alors la fonction 1

f
est convexe.

Proposition 2.2.4 Soient fi : Rn → R, i = 1, · · · , p des fonctions convexes et f =∑p
i=1 αifi avec αi > 0, pour i = 1, · · · , p, alors :
1) la fonction f est convexe ;

2) si au moins l’une des fonctions f1, f2, · · · , fp est strictement convexe, la fonction f

est strictement convexe ;

3) si au moins l’une des fonctions f1, f2, · · · , fp est fortement convexe, la fonction f

est fortement convexe ;
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Proposition 2.2.5 L’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions convexes est convexe.

Autrement dit, si {fi}i∈I est une famille quelconque de fonctions convexes définies sur Rn

et à valeurs dans R, alors la fonction f définie par f(x) = supi∈I fi(x) est une fonction

convexe.

Preuve : Soient x et y deux éléments de Rn et λ ∈ [0, 1]. Comme pour tout i ∈ I, fi est
convexe, on a

∀ i ∈ I, fi((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)fi(x) + λfi(y)

≤ (1− λ) sup
k∈I

fk(x) + λ sup
k∈I

fk(y).

Donc
sup
i∈I

fi((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ) sup
k∈I

fk(x) + λ sup
k∈I

fk(y).

Ce qui signifie que f est convexe. �

Remarque 2.2.1 On peut démontrer ce résultat en vérifiant que

epi(f) = ∩i∈Iepi(fi).

Et comme les fi sont convexes, leurs épigraphes sont convexes et donc l’épigraphe de f

aussi. Par suite f est convexe.

2.3 Quelques fonctions convexes particulières

Définition 2.3.1 Soit C un sous ensemble non vide de Rn : on appelle fonction support

de C la fonction notée σC ou σ(., C) définie sur Rn par :

σC(x) = σ(x,C) = sup
y

[⟨x, y⟩ : y ∈ C] .

Proposition 2.3.1 La fonction support est une fonction convexe.

Définition 2.3.2 Soit C un convexe non vide de Rn. On appelle fonction distance Eucli-

dienne de C ou fonction distance par rapport à C, la fonction notée dC ou d(., C) définie

sur Rn par :

dC(x) = d(x,C) = inf
y
[∥x− y∥ : y ∈ C] .

Proposition 2.3.2 La fonction distance est une fonction convexe.

Preuve : On considère la fonction h définie par : h(x, y) = ∥x− y∥.
Elle est convexe en (x, y) et comme dC(x) = infy h(x, y), alors la fonction distance est
convexe. �

On montre que

Proposition 2.3.3 Si C est un sous-ensemble fermé non vide de Rn, C est convexe si et

seulement si La fonction distance par rapport à C est convexe.
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2.4 Caractérisation des fonctions convexes différentiables

Dans les résultats qui suivent, nous donnons une caractérisation de la convexité dans
le cas differentiable.

Théorème 2.4.1 Soit f : Rn → R differentiable.

On a les équivalences suivantes :

1) f est convexe sur Rn

2) f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩, ∀x, y ∈ Rn.

3) ⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ≥ 0, ∀ x, y ∈ Rn.

Preuve : 1)⇒ 2) Soient x, y dans Rn et λ ∈]0, 1[. Comme f est convexe, alors on a

f(x+ λ(y − x))− f(x) ≤ λ(f(y)− f(x)).

Ce qui donne
f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
≤ f(y)− f(x).

En passant à la limite vers 0, on obtient :

⟨∇f(x), y − x⟩ ≤ f(y)− f(x).

D’où la proposition 2).

2)⇒ 1) On sait par hypothèse que

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩, ∀ (x, y) ∈ Rn × Rn.

Soient x, et y dans Rn et λ ∈ [0, 1]. En considérant respectivement les couples (x+ λ(y−
x), x) et (x+ λ(y − x), y), on a :

f(x) ≥ f(x+ λ(y − x))− λ⟨∇f(x+ λ(y − x)), y − x⟩ (2.2)

et
f(y) ≥ f(x+ λ(y − x)) + (1− λ)⟨∇f(x+ λ(y − x), y − x⟩ (2.3)

On multiplie (2.2) par (1 − λ) et (2.3) par λ et on fait la somme des deux résultats.
On obtient alors

(1− λ)f(x) + λf(y) ≥ f(x+ λ(y − x)).

Ce qui prouve que f est convexe.

2)⇒ 3) Soient x et y dans Rn. On a

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩ (2.4)

et
f(x) ≥ f(y) + ⟨∇f(y), x− y⟩ (2.5)

En considérant la somme de (2.4) et de (2.5), on obtient

⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ≥ 0.

Montrons à présent que la proposition 3) implique 2).
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3)⇒ 2) Soient x et y dans Rn. Comme f est differentiable alors :

∃ z ∈]x, y[ : f(y)− f(x) = ⟨∇f(z), y − x⟩ (2.6)

Comme z ∈]x, y[, il existe λ ∈]0, 1[ tel que z = x+ λ(y − x).
D’après la proposition 3), on a :

⟨∇f(z)−∇f(x), z − x⟩ ≥ 0.

Or z − x = λ(y − x). Il vient donc

λ⟨∇f(z)−∇f(x), y − x⟩ ≥ 0.

Soit
⟨∇f(z)−∇f(x), y − x⟩ ≥ 0

car λ ∈]0, 1[. C’est-à-dire

⟨∇f(z), y − x⟩ ≥ ⟨∇f(x), y − x⟩.

En utilisant (2.6), on obtient

f(y)− f(x) = ⟨∇f(z), y − x⟩ ≥ ⟨∇f(x), y − x⟩.

D’où la proposition 2). Ce qui termine la démonstration �

On a des résultats similaires pour la stricte convexité.

Théorème 2.4.2 Soit f : Rn → R differentiable.

On a les équivalences suivantes :

1) f est strictement convexe sur Rn

2) f(y) > f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩, ∀x, y ∈ Rn, x ̸= y.

3) ⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ > 0, ∀ x, y ∈ Rn, x ̸= y.

Donnons à présent les résultats concernant la forte convexité.

Théorème 2.4.3 Soit f : Rn → R differentiable. On a les équivalences suivantes :

1) f est fortement convexe de module r > 0 sur Rn

2) f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ r
2
∥y − x∥2, ∀ x, y ∈ Rn.

3) ⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ≥ r∥y − x∥2, ∀ x, y ∈ Rn.

Preuve : 1)⇒ 2) Soient x, y dans Rn et λ ∈]0, 1[. Comme f est fortement convexe de
module r, alors on a

f(x+ λ(y − x))− f(x) ≤ λ(f(y)− f(x))− r

2
λ(1− λ)∥y − x∥2.

Ce qui donne

f(x+ λ(y − x))− f(x)

λ
≤ f(y)− f(x)− r

2
(1− λ)∥y − x∥2.

En passant à la limite, on obtient :

⟨∇f(x), y − x⟩ ≤ f(y)− f(x)− r

2
∥y − x∥2.
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D’où la proposition 2).

2)⇒ 1) On sait par hypothèse que

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ r

2
∥y − x∥2, ∀ (x, y) ∈ Rn × Rn.

Soient x, et y dans Rn et λ ∈ [0, 1]. En considérant respectivement les couples (x+ λ(y−
x), x) et (x+ λ(y − x), y), on a :

f(x) ≥ f(x+ λ(y − x))− λ⟨∇f(x+ λ(y − x)), y − x⟩+ r

2
λ2∥y − x∥2 (2.7)

et

f(y) ≥ f(x+ λ(y − x) + (1− λ)⟨∇f(x+ λ(y − x)), y − x⟩+ r

2
(1− λ)2∥y − x∥2 (2.8)

On multiplie (2.7) par (1 − λ) et (2.8) par λ et on fait la somme des deux résultats.
On obtient alors

(1− λ)f(x) + λf(y) ≥ f(x+ λ(y − x) +
r

2
λ(1− λ)∥y − x∥2.

Ce qui prouve que f est fortement convexe de module r.

2)⇒ 3) Soit x et y dans Rn. On a

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ r

2
∥y − x∥2 (2.9)

et
f(x) ≥ f(y) + ⟨∇f(y), x− y⟩+ r

2
∥y − x∥2 (2.10)

En considérant la somme de (2.9) et de (2.10), on obtient

⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ≥ r∥y − x∥2.

3)⇒ 2) Soient x et y dans Rn. Considérons la fonction φ définie sur [0, 1] et à valeurs
dans R par :

φ(t) = f(x+ t(y − x))− f(x)− t⟨∇f(x), y − x⟩ − t2

2
r∥y − x∥2.

Par hypothèse, on a :

⟨∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), x+ t(y − x)− x⟩ ≥ r∥x+ t(y − x)− x∥2.

Soit
t⟨∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x⟩ ≥ rt2∥y − x∥2.

Donc pour t > 0, on a :

⟨∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x⟩ ≥ rt∥y − x∥2. (2.11)

Comme f est differentiable, la fonction φ est derivable et pour t ∈]0, 1[, on a :

φ′(t) = ⟨∇f(x+ t(y − x))−∇f(x), y − x⟩ − rt∥y − x∥2.
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En considérant (2.11), il vient que φ′(t) est positif pour tout t ∈]0, 1]. Donc la fonction φ
est croissante sur cet intervalle. On a alors φ(1) ≥ φ(0) = 0. Soit

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ r

2
∥y − x∥2.

D’où le théorème. �

Dans le cas où la fonction est deux fois differentiable, on a aussi les caractérisations
suivantes.

Théorème 2.4.4 Soit f : Rn → R deux fois differentiable. On a les équivalences sui-

vantes :

1) f est convexe sur Rn

2) Pour tout x ∈ Rn, ⟨∇2f(x)h, h⟩ ≥ 0 ∀h ∈ Rn.

Preuve : Soit x ∈ Rn. On sait que pour tout h ∈ Rn et t ∈ R, suffisamment petit, on a

f(x+ th) = f(x) + t⟨∇f(x), h⟩+ t2

2
⟨∇2f(x)h, h⟩+ t2∥h∥2ε(t).

Par hypothèse, la fonction f est convexe, donc on a pour tout h ∈ Rn et t ∈ R,

f(x+ th) ≥ f(x) + t⟨∇f(x), h⟩.

Donc

f(x) + t⟨∇f(x), h⟩+ t2

2
⟨∇2f(x)h, h⟩+ t2∥h∥2ε(t) ≥ f(x) + t⟨∇f(x), h⟩.

Ce qui donne

⟨∇2f(x)h, h⟩+ ∥h∥2ε(t) ≥ 0.

Comme la fonction ε tend vers 0 quand t tend vers 0, on obtient :

⟨∇2f(x)h, h⟩ ≥ 0.

On conclut que la matrice hessienne ∇2f(x) est semi définie positive.
Réciproquement supposons que pour tout x ∈ Rn, ∇2f(x) est semi définie positive.
Soit x ∈ Rn. On sait que pour tout y ∈ Rn, on a

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
⟨∇2f(z)(y − x), y − x⟩,

avec z ∈]x, y[. Comme par hypothèse la matrice ∇2f(z) est semi définie positive, alors on
a

⟨∇2f(z)(y − x), y − x⟩ ≥ 0.

Ce qui implique que
f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩.

Par suite la fonction f est convexe. �

Le résultat qui suit concerne la stricte convexité.
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Théorème 2.4.5 Soit f : Rn → R deux fois differentiable. Si pour tout x ∈ Rn, on a

⟨∇2f(x)h, h⟩ > 0 ∀h ∈ Rn, h ̸= 0 alors f est strictement convexe sur Rn.

Preuve : Soit x, y ∈ Rn avec x ̸= y. On a

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
⟨∇2f(z)(y − x), y − x⟩,

avec z ∈]x, y[. Comme par hypothèse la matrice ∇2f(z) est définie positive, alors on a
⟨∇2f(z)(y − x), y − x⟩ > 0 car x ̸= y. On obtient alors

f(y) > f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩.

Ce qui signifie que f est strictement convexe. �

Remarque 2.4.1 Il faut signaler que la réciproque de ce résultat n’est pas vraie. On peut

considérer la fonction φ définie sur R suivante : φ(t) = t4. Cette fonction est strictement

convexe mais sa dérivée seconde en 0 est nulle.

On a ici une caractérisation de la forte convexité.

Théorème 2.4.6 Soit f : Rn → R deux fois differentiable. On a les équivalences sui-

vantes :

1) f est fortement convexe de module r > 0 sur Rn

2) Pour tout x ∈ Rn, ⟨∇2f(x)h, h⟩ ≥ r∥h∥2 ∀h ∈ Rn.

Preuve : Supposons f fortement convexe de module r. Alors comme f est differentiable,
on a pour tout x, y ∈ Rn,

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ r

2
∥y − x∥2, ∀x, y ∈ Rn.

Soit x ∈ Rn ; pour tout h ∈ Rn et t suffisamment petit, on a

f(x+ th) = f(x) + t⟨∇f(x), h⟩+ t2

2
⟨∇2f(x)h, h⟩+ t2∥h∥2ε(t).

avec ε continue et tendant vers 0 quand t tend vers 0. Donc

f(x) + t⟨∇f(x), h⟩+ t2

2
⟨∇2f(x)h, h⟩+ t2∥h∥2ε(t) ≥ f(x) + t⟨∇f(x), h⟩+ r

2
t2∥h∥2.

Soit
1

2
⟨∇2f(x)h, h⟩+ ∥h∥2ε(t) ≥ r

2
∥h∥2.

En passant à la limite, on obtient ⟨∇2f(x)h, h⟩ ≥ r∥h∥2.
Réciproquement, supposons que pour tout x ∈ Rn,

⟨∇2f(x)h, h⟩ ≥ r∥h∥2 ∀h ∈ Rn.

On a pour tout x, y ∈ Rn, la relation

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
⟨∇2f(z)(y − x), y − x⟩,

avec z ∈]x, y[. Donc on a

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
r∥y − x∥2.

Ce qui signifie que f est fortement convexe de module r sur Rn. �
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Chapitre 3

Annexes

3.1 Rappels et compléments de calcul différentiel

Dans cette partie on se placera toujours dans un espace vectoriel réel de dimension
finie n que l’on identifie à Rn.

3.1.1 Cadre et notation

n et m sont des entiers naturels supérieurs ou égaux à 1. Par convention les vecteurs
de Rn sont des vecteurs colonnes. On note ⟨·, ·⟩ le produit scalaire canonique et ∥ · ∥ la
norme euclidienne associée. On note Mm,n(R) l’ensemble des matrices de taille m × n
à coefficients réels et Mn(R) = Mn,n(R) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à
coefficients réels. La transposée d’une matrice A est notée AT . On a donc pour tous x,
y ∈ Rn,

⟨x, y⟩ = xTy =
n∑

i=1

xiyi, ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,ATy⟩ = xTATy.

On désigne par L(Rn,Rm) l’ensemble des applications linéaires continues de Rn dans
Rm.

On considère dans cette partie Ω un ouvert de Rn.

3.1.2 Dérivée directionnelle

Définition 3.1.1 Soit f : Ω −→ Rm. Soit a ∈ Ω et v ∈ Rn. On dit que f admet une

dérivée au point a suivant a direction v si :

∃ f ′(a; v) ∈ Rm tel que lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= f ′(a; v).

Dans ce cas f ′(a; v) est appelée la dérivée de f au point a suivant la direction v.

Définition 3.1.2 Soit f : Ω −→ Rm. Si f admet en a ∈ Ω une dérivée suivant le ième

vecteur ei de la base canonique de Rn, on dit que f admet une dérivée partielle par rapport

à la variable xi et on note ∂f
∂xi

(a) ou Dif(a) la dérivée de f au point a suivant la direction

ei.

27
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Lorsque f ne depend que de 2 ou 3 variables, on utilise souvent la notation (x, y) (resp.
(x, y, z)) au lieu de (x1, x2) (resp (x1, x2, x3)) et les dérivées partielles sont notées

∂f
∂x
(a),

∂f
∂y
(a) (resp. ∂f

∂x
(a), ∂f

∂y
(a), ∂f

∂z
(a))

Définition 3.1.3 Soit f : Ω −→ Rm, a ∈ Ω et i ∈ {1, · · · , n}. Soit

Ωa
i = {t ∈ R : (a1, a2, · · · , ai−1, t, ai+1, · · · , an) ∈ Ω}.

On appelle ième application partielle de f en a l’application

Ωa
i −→ Rm

t 7−→ f(a1, a2, · · · , ai−1, t, ai+1, · · · , an)

Signalons au passage que si f est continue alors toute les applications partielles qui
lui sont associées le sont également. La réciproque est fausse.

Remarque 3.1.1 Le vecteur ∂f
∂xi

(a) n’est autre que la dérivée en ai de la ième application

partielle de f en a.

3.1.3 Différentiabilité

Définition 3.1.4 Soit f : Ω −→ Rm. On dit que f est dite différentiable au point a ∈ Ω

si ∃L ∈ L(Rn,Rm) tel que :

lim
u→0

f(a+ u)− f(a)− L(u)

∥u∥
= 0;

c’est-à-dire :

lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)

∥x− a∥
= 0.

On montre que si f est différentiable en a, l’application linéaire L est unique : on la
note f ′(a) ou dfa et elle est appelée la différentielle de f au point a et Df(a) la matrice
associée est appelée matrice jacobienne.

On montre facilement les équivalences suivantes.

Proposition 3.1.1 f est différentiable au point a si et seulement si on a l’une des condi-

tions équivalentes suivantes.

a)

{
∃ f ′(a) ∈ L(Rn,Rm) : ∀ε ∈ R∗

+ ∃ρ ∈ R∗
+ : ∀u ∈ B(0, ρ)

∥f(a+ u)− f(a)− f ′(a)(u)∥ < ε∥u∥.

b)

{
∃ f ′(a) ∈ L(Rn,Rm) : f(a+ u) = f(u) + f ′(a)(u) + ∥u∥ε(u)
avec limu→0 ε(u) = 0.

Si f est différentiable en a, la fonction affine f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) est l’approxi-
mation à l’ordre 1 de f au point a. La différentielle peut être calculée à partir des dérivées
partielles des composantes de f . On montre que :
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Proposition 3.1.2 Si f : Ω −→ Rm est différentiable en a ∈ Ω, alors f admet des

dérivées suivant toutes les directions et on a :

∀ v ∈ Rn f ′(a)(v) = Df(a)(v) = f ′(a; v) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
.

Si on note f1, · · · , fn les applications coordonnées ou applications composantes de f ,

la matrice jaobienne s’écrit :

Df(a) =


∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xin

(a)
...

...
∂fm
∂x1

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)

 ∈ Mm,n(R).

Remarque 3.1.2 La réciproque est fausse. Il existe des fonctions pour lesquelles toutes

les dérivées directionnelles existent et qui ne sont pas différentiables.

Définition 3.1.5 Si n = m, le déterminant de la matrice jacobienne est appelé le jaco-

bien. On le note Jacf (a) ou
D(f1,···fm)
D(x1,···xn)

(a).

Définition 3.1.6 Pour une fonction f : Rn −→ R, différentiable, la matrice jacobienne

est une matrice ligne

Dfa) =

(
∂f

∂x1

(a), · · · , ∂f

∂xn

(a)

)
.

La transposée de cette matrice ligne est un vecteur appelé gradient de f . On le note ∇f .

On a ∇f(a) = Df(a)T c’est-à-dire que :

∇f(a) =

(
∂f

∂x1

(a), · · · , ∂f

∂xn

(a)

)T

.

On a donc pour tout v ∈ Rn :

f ′(a; v) = f ′(a)(v) = Df()v = ∇f(a)Tv = ⟨∇f(a), v⟩.

∇f(x) s’interprête comme le vecteur de la plus forte augmentation de f au voisinage
de x. En particulier, ∇f(x) est orthogonal au ligne de niveaux de la fonction f .

On a le résultat suivant :

Proposition 3.1.3 Soit f : Ω −→ Rm Si au point a ∈ Ω toutes les dérivées partielles
∂f
∂xi

(a), 1 ≤ i ≤ i ≤ n, existent et si les fonctions x 7−→ ∂f
∂xi

(x), 1 ≤ i ≤ i ≤ n, sont

continues au voisinage de a alors f est différentiable en a.

Définition 3.1.7 On dit que f : Ω −→ Rm est continûment différentiable sur Ω on dit

aussi que f est de classe C1 sur Ω et on note f ∈ C1(Ω,Rm) si elle est différentiable en

tout point de Ω et si l’application f ′ : Ω −→ L(Rn,Rm) est continue sur Ω.

Proposition 3.1.4 La fonction f : Ω −→ Rm est continûment différentiable sur Ω si et

seulement si f admet en tout point de Ω des dérivées partielles continues sur Ω.

On a les propriétés suivantes :
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Proposition 3.1.5 Si f et g sont des applications de Ω −→ Rm différentiable en a ∈
Ω (resp. continûment différentiables sur Ω) alors pour tout α, β ∈ R, αf + βg est

différentiable en a ∈ Ω (resp. continûment différentiables sur Ω) et on a (αf + βg)′(a) =

αf ′(a) + βg′(a) (resp. (αf + βg)′(x) = αf ′(x) + βg′(x) pour tout x ∈ Ω).

Proposition 3.1.6 Soient f : Rn −→ Rm et g : Rm −→ Rp des applications différentiables.

Alors h = g ◦ f : Rn −→ Rp est différentiable et on a :

∀ a ∈ Rn, h′(a) = g′(f(a)) ◦ f ′(a) et Dh(a) = Dg(f(a))Df(a).

Proposition 3.1.7 (Différentielle d’un produit) Soient f et g deux applications de Ω

dans R différentiables en un point a de Ω. Alors l’application h définie sur Ω par h(x) =

f(x)g(x) est différentiable en a, et on a :

h′(a) = f(a)g′(a) + g(a)f ′(a).

Proposition 3.1.8 (Différentielle d’un quotient) Soient f et g deux applications de Ω

dans R différentiables en un point a de Ω. Si g ne s’annule pas au voisinage de a, alors

l’application h définie sur Ω par h(x) = f(x)
g(x)

est différentiable en a, et on a :

h′(a) =
g(a)f ′(a)− f(a)g′(a)

g(a)2
.

3.1.4 Différentielle d’ordre deux

Si f est différentiable sur Ω, sa différentielle est une application de Ω dans L(Rn,Rm).
On peut donc étudier la différentiabilité de f ′, et en itérant ce processus, définir les
différentielles successives.

a) Définitions

Définition 3.1.8 Supposons différentiable sur Ω. On dit que f est deux fois différentiable

en a ∈ Ω si f ′ est différentiable en a. En d’autres termes, s’il existe une application linéaire

continue notée f ′′(a) (ou D2f(a)) avec f ′′(a) : Ω ⊂ Rn → L(Rn,Rm), telle que :

lim
h→0

f ′(a+ u)− f ′(a)− f ′′(a)(u)

∥u∥
= 0.

Remarque 3.1.3 On a : f ′′(x) ∈ L(Rn,L(Rn,Rm)) = L(Rn × Rn,Rm)) et

∀ (u, v) ∈ Rn × Rn, f ′′(x)(u, v) = lim
t→0

f ′(a+ tu)(v)− f ′(a)(v)

t
.

On définit :

Définition 3.1.9 f : Ω −→ Rm est dite :

i) deux fois différentiable sur Ω si f est 2 fois différentiable en tout point de Ω

ii) deux fois continûment différentiable sur Ω ou classe C2 sur Ω on dit aussi que

f ∈ C2(Ω,Rm) si f est 2 fois différentiable en tout point de Ω et f ′′ : Ω −→ L(Rn×Rn,Rm))

est continue.
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On montre que :

Proposition 3.1.9 Si f est deux fois différeniable au point a ∈ Ω, alors f ′′(a) est bi-

linéaire et on a :

∀ (u, v) ∈ Rn × Rn, f ′′(a)(u, v) = f ′′(a)(v, u)

c’est-à-dire que f ′′(a) est symétrique.

b) Dérivées partielles d’ordre deux

Dans cette section nous allons nous limiter, pour simplifier, à l’étude des applications
définies sur un ouvert de Rn et à valeurs dans R.

Nous avons déjà vu que f : Ω −→ R est de classe C1 sur Ω si et seulement si toutes
les dérivées partielles ∂f

∂xj
sont des fonctions continues sur Ω.

Si la ième application partielle associée à ∂f
∂xj

est elle même dérivable en a, sa dérivée

est notée ∂2f
∂xi∂xj

(a) (ou plus simplement ∂2f
∂x2

i
si i = j).

Proposition 3.1.10 Soit f : Ω −→ R différentiable sur Ω et deux fois différentiable en

a ∈ Ω. Alors toutes les dérivées partielles d’ordre deux e f sont définies et l’on a :

∀ (u, v) ∈ Rn × Rn, f ′′(a)(u, v) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(a)uivj.

De cette formule et de la symétrie de f ′′(a), on déduit :

Théorème 3.1.1 (de Schawrz) Soit f : Ω −→ R deux fois différentiable en a ∈ Ω. Alors

toutes les dérivées partielles d’ordre deux sont définies en a et l’on a

∂2f(a)

∂xi∂xj

=
∂2f(a)

∂xj∂xi

.

Définition 3.1.10 Soit f : Ω −→ R une application dont toutes les dérivées partielles

d’ordre deux sont définies au voisinage de a ∈ Ω et continues. On appelle matrice hes-

sienne de f au point a, la matrice carrée d’ordre n symétrique :

∇2f(a) =

(
∂2f(a)

∂xi∂xj

)
1≤i,j≤n

.

On a pour tous vecteurs h, k ∈ Rn,

f ′′(a)(h, k) = ⟨∇2f(a)h, k⟩ = hT∇2f(a)k = kT∇2f(a)h.

Dans ce cours on aura constamment besoin de calculer le gradient et la matrice hes-
sienne de fonctionnelles deux fois différentiables et à valeurs dans R. En pratique on utilise
la proposition suivante.

Proposition 3.1.11 Soit f : Ω −→ R différentiable sur Ω et deux fois différentiable

en x ∈ Ω. Alors la matrice hessienne ∇2f(x) de f au point x est la différentielle de

l’application gradient x 7→ ∇f(x) au point x : D(∇f) = ∇2f .



32 CHAPITRE 3. ANNEXES

Exemple 3.1.1

1) Si f : Rm → R est deux fois différentiable alors l’application g : Rn → R définie par
g(x) = f(Ax + b) où A est une matrice de Mm,n(R), b ∈ Rm est deux fois différentiable,
et on a :

g′(x) = f ′(Ax+ b)A, ∇g(x) = g′(x)T = ATf ′(Ax+ b)T = AT∇f(Ax+ b),

∇2g(x) = AT∇2f(Ax+ b)A

2) Si f : Ω −→ R est deux fois différentiable sur Ω et g : R −→ R est deux fois
dérivable, alors, h = g ◦ f est deux fois différentiable et :

h′(x) = g′(f(x))f ′(x), ∇2h(x) = g′(f(x))∇2f(x) + g′′(f(x))∇f(x)∇f(xT .

c) Formules de Taylor

On considère dans ce qui suit la notation suivante

Notation 3.1.1 Supposons que f est m fois différentiable au point x de Omega. On

note :

∀u ∈ Rn, f (k)(x) (u, u, · · · , u)︸ ︷︷ ︸
k fois

= f (k)(x)uk.

Proposition 3.1.12 (Formule de Taylor-Lagrange)

Supposons que f : Ω −→ R est m + 1 fois différentiable sur Ω, x et y sont tels que

[x, y] est inclus dans Ω. Alors il existe θ ∈]0, 1[ tel que

f(y) = f(x) +
m∑
k=1

1

k!
f (k)(x)(y − x)k +

1

(m+ 1)!
f (m+1)(x+ θ(y − x))(y − x)m+1.

En particulier,

a) pour m = 0 on a :

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x+ θ(y − x)), y − x⟩.

b) pour m = 1, on a :

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
⟨∇2f(x+ θ(y − x))(y − x), y − x⟩.

Corollaire 3.1.1 Supposons que f : Ω −→ R est m + 1 fois différentiable sur Ω, x et y

sont tels que [x, y] ⊂ Ω et que f (m+1) soit bornée par un réel M ≥ 0 sur [x, y]. Alors on

a l’inégalité suivante :∣∣∣∣∣f(y)− f(x)−
m∑
k=1

1

k!
f (k)(x)(y − x)k

∣∣∣∣∣ ≤ M
∥y − x∥m+1

(m+ 1)!
.
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Proposition 3.1.13 (Formule de Taylor avec reste intégral)

Supposons que f : Ω −→ R est de classe Cm+1 sur Ω avec m ≥ 0. Alors pour tout x,

y ∈ Ω tels que [x, y] ⊂ Ω, on a

f(y) =
m∑
k=0

1

k!
f (k)(x)(y − x)k +

∫ 1

0

(1− t)m

m!

[
f (m+1)(x+ t(y − x))(y − x)m+1

]
dt.

En particulier

a) pour m = 0 on a

f(y) = f(x) +

∫ 1

0

⟨∇f(x+ t(y − x)), y − x⟩dt.

b) pour m = 1, on a

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+
∫ 1

0

⟨∇2f(x+ t(y − x))(y − x), y − x⟩(1− t)dt.

Proposition 3.1.14 (Formule de Taylor-Young)

Supposons que f : Ω −→ R est de classe Cm sur Ω avecm ≥ 0 etm+1 fois différentiable

au point x de Ω. Alors il existe un voisinage V de 0 et une fonction ε;V −→ R avec

limu→0 ε(u) = 0 tels que

∀u ∈ V, f(x+ u) =
m+1∑
k=0

1

k!
f (k)(x)uk + ∥u∥m+1ε(u).

Pour m = 0, la formule de Taylor-Young s’écrit :

f(x+ h) = f(x) + ⟨∇f(x), h⟩+ ∥h∥ε(h).

Pour m = 1 la formule de Taylor-Young s’écrit :

f(x+ h) = f(x) + ⟨∇f(x), h⟩+ 1

2
⟨∇2f(x)h, h⟩+ ∥h∥2ε(h).

3.2 Matrices symétriques semi-définies positives

3.2.1 Définitions

Dans les résultats qui suivent, nous donnons des caractérisations de la convexité dans
le cas différentiable.

Avant de donner ces résultats rappelons la notion de matrice définie positive, semi
définie positive. On considère les notations suivantes

Mn(R) désigne l’ensemble des matrices carrées d’ordre n et Sn(R) l’ensemble des
matrices carrées d’ordre n symétriques à coefficients réels.

Définition 3.2.1 Soit A une matrice de Mn(R).

- On dit que A est semi définie positive, si on a ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 pour tout x ∈ Rn

- On dit que A est définie positive, si on a ⟨Ax, x⟩ > 0 pour tout x ∈ Rn non nul.

Définition 3.2.2 Soit A une matrice de Mn(R).

- On dit que A est semi définie négative, si on a ⟨Ax, x⟩ ≤ 0 pour tout x ∈ Rn.

- On dit que A est définie négative, si on a ⟨Ax, x⟩ < 0 pour tout x ∈ Rn non nul.
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3.2.2 Propriétés

On montre que

Proposition 3.2.1 Une matrice A ∈ Mn(R) est semi définie négative (resp. définie

négative) si et seulement si −A semi définie positive (resp. définie positive).

on montre que

Proposition 3.2.2 Une matrice A ∈ Sn(R) est semi définie positive si et seulement si

toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles.

Une matrice A ∈ Sn(R) est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres

sont strictement positives.

Proposition 3.2.3 Une matrice A ∈ Sn(R) est semi définie négative si et seulement si

toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles.

Une matrice A ∈ Sn(R) est définie négative si et seulement si toutes ses valeurs propres

sont strictement négatives.

On sait que le déterminant d’une matrice carrée est égal au produit de ses valeurs
propres et sa trace est égale à la somme de ses valeurs propres. Alors on a le corollaire.

Corollaire 3.2.1 Soit A une matrice carrée d’ordre 2 symétrique et à coefficients réels.

1) A est semi définie positive si et seulement si son déterminant et sa trace sont positifs

ou nuls.

2) A est définie positive si et seulement si son déterminant et sa trace sont strictement

positifs.

Définition 3.2.3 Soit A une matrice de Mn(R). Les mineurs principaux diagonaux de A

sont les n sous-matrices carrées A(p) d’ordre p obtenues en supprimant les n−p dernières

lignes et colonnes, p = 1 · · · , n. Ce sont les matrices

A(1) = (a11), A(2)

(
a11 a12
a21 a22

)
, · · · , A(p) =

 a11 · · · a1p
...

...

ap1 · · · app

 , · · · , A(n) = A.

Proposition 3.2.4 Une matrice A ∈ Sn(R) est définie positive si et seulement si les

déterminants des n mineurs principaux diagonaux sont strictement positifs.

det(A(p)) > 0 pour 1 ≤ p ≤ n.

Proposition 3.2.5 Une matrice A ∈ Sn(R) est définie négative si et seulement si on a :

(−1)p det(A(p)) > 0 pour 1 ≤ p ≤ n.
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Si A est semi définie positive alors on a det(A(p)) ≥ 0 pour 1 ≤ p ≤ n. Mais cette
condition nécessaire n’est pas suffisante. Par exemple la matrice symétrique d’ordre trois

A =

 1 1 0
1 1 0
0 0 −1


vérifie det(A(1)) > 0, det(A(2)) = det(A(3)) = 0. Ses valeurs propres sont 0, 2 et −1. Elle
n’est donc semi definie positive ni semi definie négative.

Définition 3.2.4 Soit A une matrice de Sn(R). Un mineur principal d’ordre p de A est

la sous-matrice de A d’ordre p obtenue en supprimant n− p lignes et les n− p colonnes

correspondantes dans A.

Proposition 3.2.6 Soit A ∈ Sn(R).

A est semi définie positive si et seulement si les déterminants de tous ses mineurs

principaux sont positifs ou nuls.

Proposition 3.2.7 Soit A ∈ Sn(R).

A est semi définie négative si et seulement si les déterminants de ses mineurs princi-

paux d’ordre k sont alternativement ≤ 0 pour k impair et ≥ 0 pour k pair.
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